BOLUM 7

CIZGE KURAMI
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ESkigehir. Ankara Kirikkale kose
(vertex)
Kirgehir
Afyaon -« kenar
(edge)
Aksaray

Isparta Konya



Esk Ak
Esk ‘den Ank

‘ya bir yol
(path)




Tanim 7.1.1:  Bir G cizgesi (ya da yonsiiz
cizgesi) kdselerden olusan bir V kiimesinden
ve Kkenarlardan olusan bir E kimesinden
olusur. Herbir ecE kenari iki v ve w kosesiyle
iliskilendirilir ve e=(v,w) ya da e=(w,v) yazilr.
V kOseler kiimesi ve E kenarlar kimesinden
olusan G yonli cizgesi herbir ecE kenari ile
iliskilendirilmis koselerin sirali  ciftinden
olusur.




ki v ve w kosesi ile iliskilendirilmis olan bir e
kenarina, v ve w kdselerini ayiran kenar, v ve
w koselerine ise e kenarinda bitisen koseler

denir.
Eger bir G ¢izgesiV koseler ve E kenarlar

kimesinden olusmus ise, G=(V,E) seklinde
yazilir.
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Tum kenarlari sayilarla etiketlenmis olan ¢izgeye
agirhklh cizge (weighted graph) denir.

Bir agirlikli cizgede bir yolu olusturan kenarlarin
agirhklarn toplamina o yolun uzunlugu denir.



a,b,c,d,e

a,b,d,c,e
a,c,b,d,e
a,c,d,b,e
a,d,b,c,e

a,d,c,b,e

21
28
24
26
27
22




C++ programi ile bir algoritma cesitli programcilar tarafindan
yazilmaktadir. Biz program icinde su ozelliklere bakiyoruz:

= program icinde yer alan satir sayis,
= program icinde yer alan return deyimi sayisi,
» program icinde yer alan fonksiyon sayisi

Program | Program satir1 | return deyimi Fonksiyon
sayisi sayisi cagrimi sayisi
1 66 20 1
2 41 10 2
3 68 5 8
4 90 34 5
5 75 12 14

W e W

w3



Bir n-kup n>1 olmak Uzere her biri bir kosesi
0,1,...,2"-1ile etiketlenmis olan ve 2" sayida
islemciye sahip olan kuptur.
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Tanim: : Herbir kose cifti arasinda tek bir
kenarin bulundugu basit ¢izgelere n adet

kdseden olusan tam cizge denirve bu K_ile
gosterilir.






Tanim: Bir G=(V,E) c¢izgesi verilsin. Eger
V.V =, V,uV =V olacak sekilde V
<Umesinin iki alt kUmesi var ve E kimesindeki
nerbir kenar, V. kimesindeki bir kenar ile V,
<Umesindeki bir kenari birlestiriyorsa bu tur
cizgelere cift eslikli cizge denir.




: V,={1,4,6,78, V,={2,3,5,8}
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Tanim : Eger bir G basit ¢izgesinin koseler
kimesi biri m adet kdse icerenV_ ve digerin
adet kose icerenV, gibi iki ayrik kUmeye
parcalaniyorvev_ eV, , v, € V, olmak Uzere
her birv_, v, ¢ifti arasinda bir kenar varsa G
cizgesine m ve n kenarli tam cift eslikli

¢izge denirve K, , ile gosterilir.



Ornek 71.15




Yollar

VE

Cevrimler



Tanim:  Bir c¢izgede iki kose v, ve v,
olsunlar. v, kdsesinden v, kdsesine uzunlugu
n olan bir yol n+1 adet kdseden ve n adet
kenardan olusan v, ile baslayip, v, ile biten

Vo, e,V e, VsV, €0 Vs)

seklinde bir dizidir.



Ornek 7.2.2:

(1Ie11 2,e2131e3l41e412)
dizisi uzunlugu 4 olan
1 kdsesinden 2
kdsesine bir yoldur




Tanim : Bir G ¢izgesinde alinan herhangi iki
kdse arasinda bir yol bulunabiliyorsa bu G
cizgesine baglantilidir denir.

—

W3 Wy Vg
* baglantisiz
cizge
=] =h] Ea
Vi €3 V3 Vg







Tanim : G=(V,E) bir ¢izge olsun. Eger

a) V'cVveE'cE
ve

b) Her igin, e’ kenarinin bitim noktalar v’
ve w’ oldugunda, v/,w’ €V’ ise, bu durumda
(V',E’) ikilisine G ¢izgesinin bir alt ¢izgesi
denir
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Tanim : G bir ¢izge ve G ¢izgesinde bir kose v
olsun. Eger G ¢izgesinin bir G" alt¢izgesi, bir v
kdsesi ile baslayan bir yolu olusturan tim
kenar ve koselerden olusuyorsa bu G’
altcizgesine v kosesini  kapsayan G
cizgesinin bileseni denir.



Tanim: Bir G ¢izgesinde iki kose v ve w olsunlar.
Eger v kdsesinden w kdsesine olan bir yol tekrari
olan bir kose icermiyorsa bu yola basit yol denir.
Eger v kosesinden yine v kdsesine tekrar
etmeyen kenarlar ile sifir olmayan uzunlukta bir
yol varsa bu yola ¢evrim (circuit) denir.

Eger v kosesinden baslayip yine v kdsesinde
biten, baslangic ve bitis koseleri hari¢ tekrar
etmeyen koselerile bir yol varsa bu yola basit
cevrim denir.



Ornek 7.2.13

Yol Basit Yol | Cevrim Basit Cevrim
(6,5,2,4,3,2,1) dedgil degil degil
i8,5,2,4) gvet dedgil dedgil
{2,6,5,2,4,3,2) degil evet degil
{5,6,2,5) degil evet evet
g evet degil degil




nigsberg Kopru Problemi

Right Bank

Kneiphot

Island |
Other

Left Bank




Herhangi bir G ¢izgesinde, G ¢izgesinin tum
koselerini ve kenarlariniiceren bir ¢evrim
oulunabiliyorsa bu ¢evrime bir

denir




Tanim 7.2.15: Bir ¢izgede bulunan bir v

kdsesinden ayrilan tum kenarlarin sayisi d(v)

ile gosterilir ve buna v kdsesinin kose derecesi

denir.

Teorem 7.2.16: Eger bir G gizgesi bir Euler
shiose. bu durumda G badla nt.;.d.r

%CVI IIIIIIIC DQIIIIJDCI MU UUIUIIIUQ U IJ(JH altititiuli

ve her bir kosenin kose derecesi cifttir.
Teorem 7.2.127: Eger G bir baglantili ¢izge ve
cizgede her bir kosenin kdse derecesi ¢ift ise,
bu durumda G bir Euler ¢evrimi icerir.




Teorem 7.2.

V3




11!l Eder bhir gizgede kidselerden birinin kdse derecesi tek ise, bu durumda
cizge HERHANGI BiR EULER GEVYRIMI ICEREMEZ.

Eder bhir gizge BAGLAMTILI ve HER BIR kisesinin KOSE DERECESI GIFT
ise, bu durumda gizge EN A7 BIR (genellikle daha fazla) EULER GEVYRIiMmIi

iCERIR.







Teorem 7.2.19: m adet kenari ve {v_v,,...,v }
koseleriyle bir cizge G olsun, bu durumda

211 vi)=2m

ile verilir. Bir baska deyisle bir ¢izgede tum
koselerin kdse derecelerinin toplami gifttir.



Sonu¢ 7.2.20: Herhangi bir cizgede tek
dereceli koselerin sayisi ¢ifttir.

Teorem 7.2.21: Bir ¢izgenin bir v kosesinden
oir diger w kosesine (v#w), ¢izgenin tum
<enar ve koselerinden olusan tekrar etmeyen
cenarlar ile bir yol icermesi icin gerekli ve
yeterli kosul c¢izgenin baglantili, v ve w
koselerinin tek dereceye sahip yegane koseler
olmasidir.




Teorem 7.2.22: Eger bir G ¢izgesi v
Kdsesinden yine v kdsesine bir ¢cevrim icerirse,
ou durumda G ¢izgesi v kdsesinden yine v
<dsesine bir basit cevrim icerir.




Asaqgidaki ¢izge bir Euler cevrimiicerirmi?




Hamilton Cevrimi ve Pazarlamaci




Eger bir G cizgesinde var olan bir ¢evrim G
cizgesindeki her bir kdseyi baslangi¢ ve bitis
koseleri hari¢ yalniz bir kez iceriyorsa bu tur
cizgelere bir Hamilton cizgesi denir







Tanim: Bir ¢cizgede, ¢izgenin tum koselerini
her bir koseyi en fazla bir kez olmak Uzere
ziyaret edebilen bir yol bulunabiliyorsa bu
yola bir Hamilton yolu denir. Eger bu
Hamilton yolu bir cevrimse, buna da bir
Hamilton ¢evrimi denir.



A B C AGFECDBA
§ g ® Bir Hamilton cevrimidir.

Hamilton ¢evrimi yoktur.




Teorem : Bir G=(V,E) basit cizgesi icin, eger
|V|=n>3 ve eger her veV igin 6(v)>n/2 ise, bu
durumda G bir Hamilton ¢evrimi icerir.







Teorem: n adet kdse iceren bir basit G ¢izgesi,
en az ¥2(n-1)(n-2)+2 kenari varsa bu durumda
G bir Hamilton cevrimseli icerir.




Teorem : G=(V,E) bir basit ¢izge ve |V|=n>3

olsun. Eger birbiri ile herhangi bir kenarla

baglantil olmayan herbir v ve w kdse ¢ifti igin
O(V)+0o(w)=n

kosulu saglanirsa, G ¢izgesi bir Hamilton

cevrimseliigerir.
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Bir n-kUpUn bir Hamilton ¢evrimi icermesi icin gerekli

ve yeterli kosul n>2 olmasi ve asagidaki kosullari

saglayan n adet bit'ten olusan karakter dizilerinin bir
S, Sor--sSh (*)

dizisi var olmasidir.



1. Her n-bit karakter dizisi dizi icinde herhangi bir

yerde bulunur.
2. 1=0,...,2"-1i¢in s ve s, karakter dizileri
arasindaki fark kesinlikle tek bir bit'tedir.
3. s, iles_ karakter dizileri arasindaki fark
kesinlikle tek bir bit'tedir.
= (*)ile verilen diziye bir Gray kodlamasi denir.
n>2 oldugunda, bir Gray kodu bir
S, S ey Sy Ss

Hamilton ¢evrimine karsi gelir.



Teorem: 0,1 dizisi G, ile gosterilsin. Asagida verilen
kurallarla G, _, ‘e bagli olarak bir G, dizisi tanimlayalim:

a) G, , dizisini tersten yazmakla elde edilen dizi GR__ ile
tanimlansin

b) G,_, dizisindeki her bir bilesenin 6nune o eklemekle
elde edilen yeni dizi G’ _ ile gosterilsin.

c) G,_R dizisindeki her bir bilesenin 6nine 1 eklemekle
elde edilen yeni dizi G”__, ile gosterilsin.

d) G’ dizisini G”__ dizisinin takip etmesiyle elde edilen
dizi G, olsun

Bu durumda her bir pozitif n tamsayisi icin G, bir Gray
kodudur.



G 0 1

G, P 1 0

G, 00 01

G, 11 10

G 00 01 11 10

G, P 10 11 01 0o

G, 000 001 011 010

G, 110 111 101 100

G 000 001 011 010 110 111 101 100




Ornek 7.3.120: AtinYolu

Bir n x n tahta Uzerinde bir atin yolu, atin
nerhangi bir  kareden  baslayip legal
nareketlerle tahta 0Uzerinde bulunan tom
<areleri ziyaret edip yine baslangi¢ yerine
gelmesidir.
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Algoritma 7.4.1: DIJKSTRA En Kisa Yol Algoritmas

Bu algoritma bir baglantili, agirlikli cizgede bir a kosesinden bir z
kosesine olan en kisa yolun uzunlugunu bulur. (i,j) kenarinin agirligi
w(i,j)>0 ‘dir ve x kosesinin etiket degeri L(x) ‘dir.

Girdi: Tum agirliklan pozitif olan bir baglantili, agirlikl cizge; a ve z
koseleri

Cikti: L(z) degeri

1. dijkstra(w,a,z,L) {

2 L(a)=0

3 for all vertices x=a

4 L(x)=00

5. T.= set of all vertices

6 // T is the set of vertices whose shortest distance from
7 // a has not be found

8. while (zeT) {

9. choose veT with minimum L(v)
10. T=T-{v}

11. for each xeT adjacent to v

12. L(x):=min{L(x),L(v)+W(V,X)}
13. }

14,  }




Ornek 7.4.2:




Teorem 7.4.3: Dijkstra En Kisa Yol
Algoritmasi bir a kdsesinden bir z kosesine
olan en kisa yolu bulur.







Teorem 7.4.5: n adet koseden olusan bir
basit, baglantili ve agirlikh ¢izgeyi girdi olarak
alan Dijkstra algoritmasi icin en kotu durum
calisma zamani ©(n?) olmaktadir.



a b cd e
00

0

1

1
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0
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Teorem: Bir basit ¢izgenin matris ifadesi A
matrisi ise, bu durumda ij=1,2,... icin A"
matrisinin ij. bileseni i. koseden j. koseye
uzunlugu n olan yollarin sayisini verir.



Teorem 7.7.1: Kdselerinv,, v, , ..., v, sirasina
gore A komsuluk matrisiyle bir ¢cizge G olsun
(G ¢izgesi yonlU ya da yonsuz olabilir, paralel
kenar ya da dongu icerebilir). r bir pozitif
tamsayi olmak Uzere v, kogesinden v, kogesine
olan uzunlugu r olan birbirinden farkl yollarin
sayisi A" matrisinin (i,j) bilesenindeki degerine
esittir.






Tanim: n adet dUgum ve {vi1,v2}, {v2,v3}, ...,
fvn-1,vn}, fvn,va} kose ciftlerinden olusan

kenarlardan meydana gelir ve kisaca C,, ile
gosterilir.



Tekerlek Cizgeler

Tanim: n adet koseden olusan ve tek bir kdsesinin, bir
cevrimin herbir kdsesine bir kenarla bagli oldugu cizgelere
tekerlek ¢izgeler denir ve W ile gosterilir. N-1 kose
derecesine sahip olan bu 6zellikli koseye gobek kose (hub)

denir.
Wy I W We
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Tanim 7.6.1: G, ve G, iki ¢izge olsunlar. Eger G,
cizgesinin koselerinden G, ¢izgesinin koselerine
birebir, Uzerine f fonksiyonu var ve G, ¢izgesinin
kenarlarindan G, cizgesinin kenarlarina birebir,
Uzerine g fonksiyonu varsa, ve boylece G,
cizgesinde koseleri v ve w olan bir e kenari igin
gerekli ve yeterli kosul G, ¢izgesinde kdseleri f(v)
ve f(w) olan kenar g(e) ise, G, ve G, ¢izgelerine
esyapilidirlar denir. f ve g fonksiyonlarina G, den
G, yeesyapi donusumleri denir



Teorem 7.6.4: G, ve G, gibi iki ¢izgenin
esyapili olmasi icin gerekli ve yeterli kosul
cizgelerin koselerinin herhangi bir sirasina
gore olusturulan matrislerin esit olmasidir



Sonuc 7.6.5: G, ve G, iki basit ¢izge olsunlar. Asagidaki
ifadeler denktir.
a) G, ve G, esyapildirlar,
b) G, cizgesinin koseler kUmesinden, G, c¢izgesinin
koseler kimesine asagidaki ozelligi saglayan bir f
birebir, Gzerine fonksiyonu vardir:

G, cizgesinde v ve w iki kdsenin komsu olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul G, cizgesinde de f(v) ve f(w)
koselerinin de komsu olmasidir.



Tanim: Eger G, c¢izgesi P 0zelligine sahip
oldugunda G, ¢izgesi de P 6zelligine sahipse,

bu P 6zelligine degismez (invariant) 6zellikdir
denir.












Duzlemsel Cizgeler

4 Ce )
Tanim 7.7.1: Bir cizge kenarlar birbirilerini
kesmeyecek sekilde cizilebiliyorsa, cizgeye
diuzlemsel ¢izgedir denir.






Tanim 7.7.3: Eger bir G ¢izgesi derecesi 2 olan
oir v kdsesine, v #v, olacak sekilde (v,v,), (v,v,)
cenarlarina sahipse, bu durumda (v,v,), (v,v,)
<enarlarina seri icindedir denir.

G cizgesinde (v,v,), (v,v,) kenarlarini kaldirarak
bunlar vyerine (v,v,) kenarini yerlestirme
islemine késesine gore seri indirgeme denir.
Elde edilen yeni G’ cizgesine G ¢izgesinden
seri indirgeme yontemiyle elde edilmistir denir




Ve
G G’



Tanim 7.7.5: Eger G, ve G, ¢izgeleri birtakim
seriye indirgeme islemleri sonucunda esyapili
iseler, bu iki cizgeye homemorfiktirler denir.

VAVAY



Teorem 7.7.7: (Kuratowski Teoremi) Bir G
cizgesinin duzlemsel olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kogul ¢izgenin K. ve K, ¢izgelerine
homemorf bir alt¢izge icermemesidir.






Teorem 7.7.9: (Cizgeler icin Euler Formuly)
Eger G cizgesi e adet kenardan, v adet
kdseden ve f adet yUzden olusan bir

dUzlemsel ¢izge ise, bu durumda f=e-v+2
olur.
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