BOLUM 5

SAYILAR TEORISINE GIRIS




Bolenler



Tanim 5.1.1: n ve d tamsayilar ve
d#0 olsun. Eger n=dq olacak
sekilde bir g tamsayisi varsa d
saylsl n sayisini boler denir.
Burada g sayisina bolim ve d
saylsina da bolen denir.

Eger d sayisi n sayisini bolerse,
bu d|n seklinde yazilir. Aksi
halde d { n seklinde gosterilir.



Teorem 5.1.2: m,n ve d tamsayilar
olsunlar.

Eger d|m ve d|n ise,

d| (m+n)

Eger d|m ve d|n ise,

d| (m-n)

Eger d|m ise, d|mn



Tanim 5.1.3: Tek pozitif bolenleri
kendisi ve 1 olan 1 ‘den buyuk olan
sayllara asal sayi denir. Asal
olmayan tamsayilara birlesik
(composite) sayi denir.

Teorem 5.1.4: 1 ‘den buyuk bir n
pozitif tamsayisinin komposite
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
n sayisinin 2<d<nl/? olacak sekilde
bir d bolenine sahip olmasidir.



Algoritma 5.1.5

Bu algoritma n>1 sayisinin asal sayi olup olmadigini
hesaplar. Eger n sayisi asalsa algoritma geriye 0
dondurur. Eger n sayisi komposite sayiysa, algoritma

geriye 2<d<vh kosulunu saglayan d bdlenini dondiiriir.
Girdi: n
Cikti: d

1s_prime(n) _
T
for d=2 to | |
if (n mod d==0)
return d

return 0




Teorem 5.1.6: (Aritmetigin Temel Teoremi)

1 ‘den buyuk her tamsayi asal ¢arpanlarinin c¢arpimi
olarak yazilabilir. Eger asal ¢arpanlar artan sirada
yazilirsa, bu ¢arpim gosterimi bir tekdir.

Yani, p, ‘lar p,<p,<...<p; kosulunu saglayan asal
¢arpanlarsa

n= PpiPy...P;
olur ve p/ ‘lar

p/ . <p/,<...<p’/; kosulunu saglayan diger asal ¢arpanlarsa
ve
n= p/ip/y...p/;
ise, bu durumda i=j ve her k=1...1i i¢in
P =P’
olur.



Teorem 5.1.7: Asal sayilarin sayisi
sonsuzdur.

Tanim 5.1.9: Herikisi birden sifir
olamayan iki tamsayi m ve n olsunlar.
Hem m ve hemde n sayisini bolen
tamsayilara ortakR bolen denir.

Bu ortak bolenlerin en buyugu gcd(m,n)
ile gosterilir.



Teorem 5.1.10: m ve n iki tamsayi ve
m>1,n>1 olsun. Ayrica bu iki sayinin
asal carpimlari

. = -pfl-pgz .np;:k
ve

b, b
n=ppiey et

olsunlar. Bu durumda

gﬂd (m! ﬂj _ pi‘ﬂiﬂ {:H]aﬂ1}_piﬂiﬂ (az.bz) _pi‘ﬂi.ll (ag.br)

ile verilir.



Tanim 5.1.11: Iki pozitif amsayi m ve n
olsunlar. Hem m ve hemde n sayisi ile
bolunebilen tamsayiya m ile n
tamsayilarinin ortakR Rati denir.

m ile n tamsayilarinin ortak katlarinin
en kucugu Lcm(m,n) ile gosterilir.



Teorem 5.1.12: m ve n iki tamsayi ve
m>1,n>1 olsun. Ayrica bu iki sayinin
asal carpimlari

n = 'F.lf:l 'FLE_EE EEE 'F.lgk
ve

n=piiey”
olsunlar. Bu durumda

lem(m,n) =p; fﬂr“-‘*ﬂpiﬂﬂﬂ {az.bg) ma (@g.by)

ile verilir.



Teorem 5.1.13: Her m ve n pozitif tamsayilari i¢in

gcd(m,n).lcm(m,n)=m.n
olur.
Teorem 5.1.14: m,n ve ¢ tamsayilar olsunlar
(a) Eger c sayisi m ve n sayilarinin ortak bdleni
ise, bu durumda c/[(m+n) olur.
(b) Eger c sayisi m ve n sayilarinin ortak bodleni
ise, bu durumda c/(m-n) olur.

(c) Eger c/m ise, bu durumda c/mn olur.



TAMSAYILARIN TEMSILI
VE
TAMSAY! ALGORITMALARI



Algoritma 5.2.1:

Bu algoritma b tabaninda verilen «c,c,;...C;C, tamsayisini
ondalik tabana cevirir.

Girdi: c,n,b
Cikti: dec val
base b to dec (c,n,b) {
dec_val=0
power=1
for i=0 to n {
dec_val =dec_val+c;*power
power = power *b

}

return dec_val




Algoritma 5.2.2:

Bu algoritma ondalik tabanda verilen bir m tamsayisin1 b tabaninda verilen
C,C.1---C1Co tamsayisina cevirir.

Girdi: m,b
Cikti: ¢, n
dec_to base b (m,b) {
n=-1
while (m>0) {
n=n+1
c,=m mod b
m=L.m/b
3




Algoritma 5.2.3:

Bu algoritma b, b, ;...b;b, ve b/ b’__;...b/,b/,ikili tamsayilarin toplar ve
toplami s,,4S,S,..¢---5¢Sp iCinde tutar.

Girdi: b, b/,n
Cikti: s
binary_addition(b, b’,n,s) {
carry=0
fori=0ton {
s.=(b;+b’;+carry) mod 2
carry = | (b;+b’+carry)/2 ]
}
S,.q=Carry




X n ‘in guncel | n mod 2 sonug n sayisi 2 ile
degeri boliinduigiinde bolum

a 29 1 a 14

a? 14 0 degismedi 7

a4 7 1 a.a*=a’ 3

as 3 1 a’.ad=a'3 1

a't 1 1 a'3.a'®=a? 0




Algoritma 5.2.5:

Bu algoritma tekrarli kareleme yontemiyle a” degerini hesaplar.

Girdi: a,n
Cikti: an
exp_via_repeated_squaring(a,n) {
result=1
X=a
while (n>0) {
if(n mod 2 ==1)
result=result * x
X=X*X
n=_n/2]
}

return result




Teorem 5.2.6: Eger a, b ve z pozitif
tamsayilarsa

ab mod z=[(a mod z)(b mod z)]mod z
dir.



Algoritma 5.2.8:

Bu algoritma tekrarli kareleme yontemiyle a® mod z degerini hesaplar.
Girdi: a,n, z
Cikti: a” mod z
exp_mod_z via_ repeated_squaring(a,n,z) {

result=1

X=a mod z

while (n>0) {

if(n mod 2 ==1)
result=(result * x) mod z

Xx=(x*x) mod z
n=_n/2]

}

return result







Teorem 5.3.1: Eger a is a negatif olmayan bir
tamsayi, b is a pozitif tamsayi, ve r=amod b
ise, bu durumda

gcd(a,b)=gcd(b,r)
olur.



Algoritma 5.3.3:

Bu algoritma negatif olmayan iki a,b tamsayisinin en buyuk ortak bolenini
bulur.

Girdi: a ve b negatif olamayan tamsayilar
Cikti: ave b ‘nin en buyuk ortak bolen

gcd(a,b) {
if (a<b)
swap(a,b)

while(b=0) {

a=b
b=r
}

1

2

3

4

5 r=a mod b
6

7

8

9 return a

10 3}
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Teorem 5.3.4: a,b, a>b (ifti Euclidean
algoritmasinda girdi degerler olarak
verilsinler ve n>1 olsun.
Bu durumda {f.} Fibonacci dizisini
gOstermek Uzere

a>f

n+2
ve

b>t
olur.

n+1



Teorem 5.3.5: Eger a,b,a>b degerleri o ve m,
m=8 araliginda ise ve bunlar Euclidean
algoritmasinda girdi degerler iseler, bu
durumda en fazla

2m
|0g3/2 3

saylida mod islemine gerek vardir.



Teorem 5.3.6: a ve b herikisi de sifir olmayan

iki negatif olmayan tamsayi ise, bu durumda
gcd(a,b)=sa+tb

olacak sekilde s ve t tamsayilari vardir.



Algoritma 5.3.7:

Bu algoritma negatif olamayan a ve b tamsayilarinin en buyuk
ortak bolenini ozyineli algoritma ile bulur.

Girdi: Girdi: 0 ‘dan buyuk ya da esit bir n tamsayisi

Cikti: a ve b ‘nin en buyuk ortak boleni

gcdr(a,b) {
if (a<b)
swap(a,b)
if (b==0)
return a
r=amodb
return gcdr(b,r)




RSA
Kamusal-Anahtar
Sifreleme Sistemi



ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
EIJFUAXVHWPGSRKOBTQYDMLZNC

SEND MONEY
QARUESKRAN

SKRANEKRELIN
MONEY ON WAY
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Carl's
private public
e oy message
must he

from Alice!
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Alice m

Bahk




Alici p ve q gibi iki asal sayi1 secer ve z=pq hesabini yapar.
Sonra alici

¢=(p-1)(g-1)
sayisini hesaplarlar ve gcd(n, ¢)=1 olacak sekilde bir n tamsayisi secer.
Pratikte n sayisi bir asal sayi olarak secilir. Bu z, n sayi ¢ifti kamusaldir.
Sonra alici

ns mod ¢=1
olacak sekilde tek bir s, o<s<¢ sayisini hesaplar. Bu sayi gizli tutulur ve
mesaji sifrelemek icin kullanilir.
Gonderici a, 0 <a< z-1, tamsayisini gondermek isterse z ve n kamusal
anahtarlarini kullanarak

c=a"mod z
hesabini yapar ve c degerini gonderir.
Mesajin desifre edilmesi icin alicinin

c*mod z
hesabini yapmasi lazimdir.



