1 Digum, link nedir? Digium diyagramlari, digim izotopisi, te-

mel kavramlar.

1.1 Manifoldlar

Topoloji: Surekli deformasyonlar altinda ayni kalan objeleri inceleyen matematigin bir dali-
dir. Bu tip objelere izotopik objeler denir. izotopik objeler, geometrik olarak farkl fakat topo-
lojik olarak aynilardir.

Sirekli fonksiyon: f : X — Y iki topolojik uzay X ve Y arasinda verilen bir fonksiyon ol-
sun. Eger VA c Y agik kiimeleri igin f~'(A) c X kiimesi agik bir kiime ise f fonksiyonuna
strekli fonksiyon denir.

Homeomorfizma: iki topolojik uzay arasinda verilen f : X — Y fonksiyonu birebir, érten,
surekli ve tersi f~! de sirekli ise f fonksiyonuna homeomorfizma denir. X ve Y topolojik
uzaylarina homeomorfik uzaylar denir. X ve Y uzaylari homeomorfik ise X ve Y uzaylarina

topolojik olarak denk uzaylar denir.

Ornek 1. (a,b) agik araligi (0, 1) agik aralijina homeomorfiktir. Asagida verilen f fonksiyonu

bir homeomorfizmadir.

f:(a,b) = (0,1)

f@)=5—

Odev 1. (0,1) araliginin R’ye homeomorfik oldugunu gdsteriniz.

Tanim 1. Eger n-boyutlu bir topolojik M uzayi; Hausdorff, ikili sayilabilir (sayilabilir bazi var-
dir) ve lokal olarak her bir noktasinin komsulugu R™deki bir noktanin komsuluguna home-
omorfik ise bu topolojik uzaya n-boyutlu manifold denir. Lokal olarak n-boyutlu M manifoldu

R™'ye benzemektedir.

Ornek 2. Egriler/ diiglimler 1-manifold drnekleridir. Sekil 1’de kompakt olmayan 1-manifold
olarak R, kompakt 1-manifoldlara ise ¢dzik digim ve trefoil dugimu sirasiyla 6rnek olarak

verilmistir.

Ornek 3. Yiizeyler 2-manifold drnekleridir. Sekil 2'de kompakt ylizeylere 6rnek olarak 2-kiire
S2, torus yiizeyi T? ve cinsi 2 olan ylzey ¥, sirasiyla verilmistir. Bir ylizeyin cins sayisi

ylzeyin delik sayisidir. Bu durumda, 2-kiire S?’nin cinsi 0, torus ytizeyi 7%’nin cinsi ise 1'dir.
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Sekil 1: R, ¢dzlk dagum S*, trefoil.
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Sekil 2: Klre S2, torus 12, cinsi 2 olan ylzey Y.

Ornek 4. Sinirh ylizeylere 6rnek olarak Sekil 3'te 1-sinir bilesenine sahip olan 2-kiire S? ve
2-sinir bilesenine sahip 2-kiire S? verilmistir. 1-sinir bilesenine sahip olan 2-kiire S? diske,
2-sinir bilesenine sahip olan 2-kiire S? ise halkaya homeomorfiktir. Sekil 4’'te ise 1-sinir bile-

senli ve 2-sinir bilegenli torus 72 drnek olarak verilmistir.
C.0 2
_ / \_ O/ @
Sekil 3: Sinir bilesenlerine sahip 2 kiire S2.

Ornek 5. R? ve S° en bilinen 3-manifold érnekleridir. 3-manifoldlar, egriler ve ylizeylere gére

g6zimizde daha zor canlandirilir.



Sekil 4: 1-sinir bilesenli ve 2-sinir bilesenli torus 72,

1.2 Digim Teorisine Giris

Tanim 2. Birim gember S* = {(x,y)|z% + y* = 1}’e homeomorfik olan R3’'lin alt kiimelerine

ddgdm denir.

Ornek 6. En basit diigiim &rnegi Sekil 5'te verilen ¢dzik digimdur.

Sekil 5: Coziik digum.

Ornek 7. Sekil 6'da sirasiyla verilen sag trefoil ve sol trefoil diigiimleri ¢dziik diiglimden

sonraki en basit dugim 6rnekleridir.
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Sekil 6: Sag trefoil ve sol trefoil dGguma.

Ornek 8. Sekil 7’de 6rnek olarak verilen diigiim Sekiz digumidir.

Sekil 7: Sekiz dugimu.



Dagumler, K c R? uzayinin igerisindedir. Diglmlerin Sekil 5, Sekil 6 ve Sekil 7°de ¢izdi-
gimiz resimleri aslinda xz-diizlemine olan izdiisiimleridir. R uzayi igerisindeki bir digimin
xz-dlzlemine olan izdiglimine ddgim diyagrami denir. Bir digimn birden fazla izdisimu

yani birden fazla diyagrami olabilir.

Ornek 9. Sekil 8'de ¢dzik digimiin farkli izdiisiimleri yani farkli diyagramlari verilmistir.

Verilen diyagramlarin hepsinin neden ¢6ézik digim oldugunu ilerleyen béliimlerde 6grene-
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Sekil 8: Cozlk diguman birden fazla izdisima.

cegiz.

Tanim 3. Dagumlerin ayrik birlesimlerine link denir. Linki olugturan her bir digtime linkin bir

bileseni denir.

Ornek 10. Ug ¢odzilk digimiin birlesiminden olusan linke 3-bilesenli ¢dzik link denir ve Us

ile gosterilir. Sekil 9'da Us linkinin diyagrami verilmigtir.
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Sekil 9: 3-bilegenli ¢6zUk link Us.

Ornek 11. Cdziik linkten sonra en basit link 6rnedi Hopf linktir, Sekil 10’da verilmistir.

Sekil 10: Hopf link.

Bu derste temel olarak asagidaki iki sorunun cevabina yanit verilecektir.

Soru 1. Verilen iki dtgdmdin birbirinden farkli oldudu nasil anlasilir? Ornedin, Sekil 11de
verilen ¢ézik dagdmdn ve trefoil digdmdnin birbirinden farkli oldugu sonucu nasil elde

edilir?
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Sekil 11: Cézik digim ve trefoil dGgimdi.

Soru 2. Bir dugdm igin verilen birden fazla diyagramin ayni ddgim igin oldugu sonucu nasil
elde edilir? Ornegdin, Sekil 12'de verilen standart bir trefoil diyagrami ile standart olmayan bir

diyagraminin ayni oldugu sonucu nasil elde edilir?
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Sekil 12: Trefoil dGgimundn iki diyagrami.

Tanim 4. Verilen bir digim diyagramindaki yaylarin birbiri Gzerinden gectigi yerlere digim

caprazlamasi denir.

Bir diigim diyagraminda gérilebilecek ¢aprazlamalar Sekil 13’te verilmistir. Sekil 13’teki
diyagramlarda sol alt késeden basglayarak yayin Gzerinde hareket edildigi digtnulirse ilk

diyagramda yay Usten gecerken ikinci diyagramda yay alttan gecmektedir.
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Sekil 13: Dagum diyagramindaki caprazlamalar.

Eger bir digim diyagraminin tek bir caprazlamasi varsa bu digim ¢ézik digimduir. Bu
durumun kisa ispatini yapalim. Sekil 13’te verilen gaprazlamalardan biri segilsin. Sekil 14’te,
secilen caprazlama digim olacak ve tek gaprazlamaya sahip olacak sekilde yaylarin birles-
tirilmesi ile elde edilebilecek durumlar verilmigtir. Elde edilen tim durumlardan ¢6zik digim
gelir. Diger caprazlama secildiginde ise Sekil 14'te elde edilen durumlarin aynadaki gérin-

tls0 elde edilir ve bu durumlardan da yine ¢ézik digim gelir.

Odev 2. iki caprazlamaya sahip her diigimiin ¢6ziik diigiim oldugunu gésteriniz.
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Sekil 14: Tek bir caprazlamaya sahip digim ¢ézik dugumdur.

G06zUk digumden farkli olan digumlere asikar olmayan diigim denir. Bir dugimin asikar
olmayan bir diigiim olmasi icin caprazlama sayisinin en az 3 olmasi gerekir. Ornegin, trefoil
digimindn 3 caprazlamaya sahip digum diyagrami vardir. 3'ten daha fazla caprazlamaya
sahip olan diyagramlari olmasina ragmen 3’ten daha az olan yoktur. Trefoil digimuU asikar
olmayan dagumddar.

Eger bir digimun diyagraminda sabitlenen bir yénde ilerlendiginde ¢aprazlamalarda di-
gumiin yay! bir asagi yay bir yukari yay olacak sekilde ya da bir yukari yay bir asagi yay

olacak sekilde degisiyorsa bu diigiime dalgalanan digidm denir.

Ornek 12. Sekil 15'te verilen sag trefoil digimi dalgalanan digime drnektir.
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Sekil 15: Sag trefoil dugima.

1.3 Alistirmalar
1. G6zUk dUgimun birbirinden farkh 3 izdlisimUini giziniz.
2. Sol trefoil dGgimunln birbirinden farkli 3 izdisimiin( giziniz.
3. Sekiz digimunin 8 gaprazlamaya sahip diyagramini giziniz.

4. Verilen herhangi bir digimin 100’den fazla caprazlamaya sahip diyagraminin buluna-

bilecegini gbsteriniz.
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