1 Digim Polinomlari: Kauffman braketi, Kauffman braket poli-

nomu

1.1 Kauffman braketi ve Kauffman braket polinomu
1.1.1 Kauffman braketi

Verilen bir digim diyagraminin her bir ¢aprazlamasi igin Sekil 1°’de verilen A ve B olmak

lzere iki tip ayirma vardir. DUgUm diyagraminin S durumu, diyagramin her bir ¢caprazlama-
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Sekil 1: A tipi ve B tipi ayirma.

sinin ayrilmasi ile elde edilir. Toplam n tane g¢aprazlamasi olan bir digim diyagraminin 2"
tane S durumu vardir.

Verilen D diyagraminin S durumu igin;

a = A tipi toplam ayirma sayisi

b = B tipi toplam ayirma sayisi

olsun. < D|S >= t*~ olarak tanimlansin. Bir D diagraminin S durumundaki toplam bile-

sen(parga) sayisi |s| ise bir D diyagraminin Kauffman Braketi
<D >= ZS < D|S > (_t—z . t2)‘5‘_1

olarak tanimlanir. Bir digimun Kauffman braket polinomunu Kauffman braketini kullanarak

tanimlayacagiz.

Ornek 1. Sekil 2'de verilen ¢dzilk diigiim diyagraminin Kauffman braketini hesaplayalim.
Verilen ¢6zik dugim diyagrami, caprazlama icermedigi icin toplam S durumu sayisi 2° = 1
dir. Cézlk digim diyagrami igin tek bir S durumu vardir ve kendisidir. Cézik digim cap-
razlama igermediginden A tipi ve B tipi ayirma yoktur. Bu durumda a = 0, b = 0 ve durumun

toplam bilesen sayisi |s| = 1 dir. Sekil 2°'de verilen ¢6zUk digimin Kauffman braketi
< D>=< D|S > (—t72 —2)ISI=1 = 0-0(¢=2 _¢2)1-1 =

olarak hesaplanir.



Sekil 2: Caprazlamasiz ¢ézik digum diyagrami.

Ornek 2. Sekil 3'te verilen ¢dziik digimiin Kauffman braketini hesaplayalim. Verilen ¢dziik
diugim diyagraminin 1 tane ¢aprazlamasi oldugundan toplam S durumu sayisi 2! = 2 dir
ve Sekil 3'te verilmistir. G6zUk digum diyagraminin S; durumu igin @ = 1, b = 0 ve Sy
durumunun toplam bilesen sayisi |S1| = 2'dir. G6zUk diguim diyagraminin Sy durumu igin

a =0, b=1ve Sy durumunun toplam bilegsen sayisi |Sz| = 1'dir.
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Sekil 3: Cézuk digim diyagrami.

Sekil 3'te verilen ¢6zik digim diyagraminin Kauffman braketi

<D> = <D|S > (—t 2=t <« DIS) > (—t72 — 2%l
B e B B N
= P!

= 43

olarak hesaplanir.

Ornek 3. Sekil 4'te verilen ¢6ziik diigiimiin Kauffman braketini hesaplayalim. Verilen ¢éziik
diugum diyagraminin 1 tane ¢aprazlamasi oldugundan toplam S durumu sayisi 2! = 2 dir
ve Sekil 4'te verilmistir. G6zUk digum diyagraminin S; durumu igin @ = 0, b = 1 ve S
durumunun toplam bilesen sayisi |S1| = 1'dir. G6zUk dugum diyagraminin Sy durumu igin

a =0,b =1, ve Sy durumunun toplam bilesen sayisi | S| = 2dir. Sekil 4'de verilen ¢6zUk
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Sekil 4: Cozik digim diyagrami.

digim diyagraminin Kauffman braketi

<D> = <D|S > (—t 2=t < DI§) > (—t72 — 7)1/
= t—t 3t

— _t73

olarak hesaplanir.

Sonuc 1.1. Yukaridaki li¢ 6rnekte de ¢ézik digim olmasina ragmen Kaufmann braketleri

farkli ¢ikti. O halde Kaufmann braketi diigim degismezi degildir.

Aslinda, Kaufmann braketi R, ve R3; Reidemeister hareketleri altinda sabit kalirken R;

Reidemeister hareketi altinda sabit kalmaz. Bu nedenle digimler igin bir degismez degildir.

Odev 1. Sekil 5'te verilen ¢dziik digimiiniin Kaufmann braketini hesaplayiniz.
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Sekil 5: Gozik diagumu.

Ornek 4. Sekil 6'da verilen sol trefoil digiimii ve sol trefoil diigiim diyagraminin 8 durumu igin
Kauffman braketini hesaplayalim. Verilen sol trefoil digim diyagraminin 3 tane ¢aprazlamasi
oldugundan toplam S durumu sayisi 23 = 8'dir. S; durumu igin @ = 3, b = 0 ve toplam bilesen
sayisl |S1| = 3, Se durumu igin a = 2, b = 1 ve |S3| = 2, Ss durumu igina = 2, b = 1 ve
|S3] =2, Sy durumuigina =2,b=1ve |Sy| =2, Ssdurumuigina=1,b=2ve |S;| =1, S
durumuigina =1,b=2ve |Ss| = 2, S; durumuigin a = 1, b = 2 ve |S7| = 1, Ss durumu igin

a=0,b=3ve|Ss| =2di.
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Sekil 6: Sol trefoil digiminin Kauffmann braketi.

Sekil 6'da verilen sol trefoil digum diyagraminin Kauffman braketi
<D>= ZS: < D|S; > (—t72 — 2%l
_ ;3:—10(_75—2 _ 752)3—1 + t2—1(_t—2 _ t2)2_1 + t2_1(—t_2 _ 752)2—1
—|—t2_1(—t_2 . t2)2_1 + t1—2(_t—2 . t2)1_1 + t1_2(—t_2 . 752)1—1
+t1*2(—t*2 _ t2)1*1 + t0*3(—t*2 _ t2)2*1
=t (=72 — %)+ 3t(—t 2 — ) + 3t + (72 — %)
=Pt 24+ =3t =33 4 3t — P — ¢!

= —t=% — 3 + 17 olarak hesaplanir.

1.1.2 Kauffman braket polinomu

Yonli bir digim ya da link L'nin diyagrami D olsun. YoénlU D diyagraminin < D > Kauffman

braketi ve

p = toplam pozitif caprazlama sayisi,

n = toplam negatif caprazlama sayisi

ise verilen digim ya da link L’nin Kauffman braket polinomu
Fr(t) = ()™ < D >

olarak tanimlidir.



Kauffman braket polinomu R;, R, ve R3 Reidemeister hareketleri altinda sabit kaldigi
icin digum/link icin bir degismezdir. Eger L bir digum ise Kauffman braket polinomu F7,(t)

digimuin yoéninden bagimsizdir. Diger taraftan eger L bir link ise yoni énemlidir.

Ornek 5. Cozik diigimiin Sekil 7°'de verilen dért diyagramini da kullanarak Kauffman bra-
ket polinomunu sirasiyla hesaplayalim. Sekil 7°’de verilen ilk diyagramin Kauffman braketi
Ornek 1'de < D >= 1 olarak hesaplandi. Bu durumda ¢éziik diigiimiin diyagrami gapraz-
lamaya sahip olmadigindan pozitif caprazlama sayisi p = 0 ve negatif caprazlama sayisi
n = 0’dir ve Kauffman braket polinomu Fy,(t) = ()3~ < D >= (—¢)=30=01 = 1'dir.

Sekil 7'de verilen ikinci ve Giglincii diyagramin Kauffman braketi Ornek 2de < D >= —¢3
olarak hesaplandi. ikinci ve (iclincii diyagram durumunda ¢6zik diigiim diyagraminin pozitif
caprazlama sayisi p = 1 ve negatif caprazlama sayisi n = 0’dir ve Kauffman braket polinomu
Fr(t) = (=t)73?=") < D >= (—t)730-0)(—¢3) = 1 olarak hesaplanir.

Sekil 7'de verilen dérdiincii diyagramin Kauffman braketi Ornek 3'te < D >= —t~3 olarak
hesaplandi. Dérdiincl diyagram durumunda ¢6zik digim diyagraminin pozitif gaprazlama
sayisl p = 0 ve negatif caprazlama sayisi n = 1'dir ve Kauffman braket polinomu Fy (t) =
(—t)=3—") < D >= (—t)73(0-1(—¢=3) = 1 olarak hesaplanir. Verilen diyagramlar igin ayni
Kauffman braket polinomunu bulmamiz rastlanti degildir. Kauffman braket polinomu digim

icin bir degismez oldugundan digim diyagramindan bagimsizdir.
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Sekil 7: G6zUk dugiminun Kauffman braket polinomu Fi,(¢t) = 1dir.

Ornek 6. Sekil 8'de verilen yonlii sol trefoil digimiinin Kauffman braket polinomunu he-
saplayalim. Verilen sol trefoil digim diyagraminin Kauffman braketi Ornek 4te < D >=
—t=5 — 3 + 17 olarak hesaplandi. Sol trefoil digim diyagraminin pozitif caprazlama sa-
yi1si p = 0 ve negatif ¢gaprazlama sayisi n = 3’tur ve Kauffman Braket polinomu F(t) =
(=) 30 < D >= (=) B3O (=475 — 3 +47) = t12 4 ¢4 — ¢10dr.

Odev 2. Sag trefoil digimiiniin Kauffman braketini ve Kauffman braket polinomunu hesap-

layiniz. Sol trefoil digumd ile ayni Kauffman braket polinomuna mi sahiptir?



Sekil 8: Sol trefoil digimuniin Kauffman braket polinomu Fy (t) = t'2 + t* — ¢16'dr.
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