1 Dugumler ve yizeyler, Seifert ylizeyler, Euler karakteristigi

1.1 Dugumler ve Yizeyler

Baglantili 2-manifoldlara ytzeyler denir. Ylzeyleri géstermek igin genellikle ¥ notasyonunu

kullanacagiz.
1.2 Kapal ylzeyler

Verilen bir ¥ ylizeyi eger kompakt ve sinirt 9% = () ise X ylzeyine kapal yizey denir.

Ornek 1. Sekil 1'de verilen kiire S?, torus, cinsi 2 olan yiizey kapali yiizeylere érnektir.

Sekil 1: Kapali ytzeyler.

1.3 Sinirh ylzeyler
Verilen bir X yiizeyi igin 0% # () olabilir.

Ornek 2. Sekil 2'de 1-sinir bilesenine sahip disk, silindir ve Mébius band érnek olarak ve-
rilmigtir. YOzeylerin birden fazla sinir bilegeni olabilir. Sekil 3’te ise 1-sinir bilesenli torus ve

2-sinir bilesenli torus érnek olarak verilmistir.
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Sekil 2: Disk, silindir ve Mébius band.
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Sekil 3: 1-sinir bilesenli ve 2-sinir bilesenli torus 72.



1.4 Yulzeyler icin yon kavrami

Ylizeyin Uzerindeki bir noktada normal vektéri ylizeyin ya icine dogru ya da ylzeyin disina
dogru isaret eder. Ylizeyin her noktasinda her zaman ice dogru ya da her zaman disa dogru
isaret edecek sekilde normal vektoru secebiliyorsak ylzeye yon vermis oluruz. Yuzeyler i¢in

ybn, her noktada tutarli bir normal vektéri segebilmektir.

Tanim 1. Her noktasinda tutarl bir normal vektéri secebildigimiz ylzeylere ydnlendirilebi-

len, secemedigimiz ylzeylere yénlendirilemeyen yizey denir.

Ornek 3. Sekil 4(a)’da verilen disk ve silindir yuzeyleri ydnlendirilebilen sinirli yizeylerdir.
Sekil 4(b)’de verilen Mdbius band ise Uzerinde tutarh bir se¢im yapamadigimiz igin yénlen-
dirilemeyen yuzeydir. MObius band Gzerinde bazi noktalarda normal vektoru ige bazi nokta-

larda diga dogru oldugundan tutarh degildir.
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Sekil 4: (a) Yonlendirilebilen disk ve silindir, (b) yénlendirilemeyen Mébius band.

Not: Eger Mébius band bir ylizeyin alt uzayi ise o ytizey yénlendirilemeyen ylizeydir.

1.5 Seifert ylizeyler

Teorem 1.1. R3 igerisinde verilen her y6nlii digim, yénlendirilebilen bir yiizeyin sinir bilese-

nidir. Yani her K C R? digdmii igin, en az bir yénlendirilebilen Y yiizeyi vardir ki 0% = K dir.

Tanim 2. Yonlendirilebilen ve sinin 0¥ = K olan X ylzeyine K digiminin Seifert ylizeyi

denir.
Bir d0guman Seifert ylzeyi tek degildir, birbirinden farkli birden fazla Seifert ylzeyi ola-
bilir.

Ornek 4. Sekil 5'te ¢6ziik diigiim icin bir Seifert ylizey verilmistir. Bu drnekte verilen Seifert

ylzey 2-disk D?'dir.



Sekil 5: 9D? = U, ¢dzik dugumdr.

Ornek 5. Sekil 6(a)'da verilen ylzeyin sinin trefoil digimudur, fakat bu yuzey yénlendirile-
medigi i¢in trefoil dGgiminun bir Seifert ylzeyi degildir. Sekil 6(b)’de verilen ylzey ise yon-
lendirilebilen ve siniri trefoil olan bir ylizey oldugu igin trefoil digimanun bir Seifert ylizeyine

ornektir.
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Sekil 6: (a) Yonlendirilemeyen ve siniri trefoil olan bir yizey, (b) trefoil dugimdinin bir Seifert
yuzeyi.

ispat 1. Seifert algoritmasini kullanarak verilen herhangi bir diigim icin Seifert yiizey insa
edilir. Seifert algoritmasinin ayrintili anlasilabilmesiicin algoritma Sekiz digimune Sekil 7’de

adim adim uygulanmistir.

e YOnli bir digidm verilsin.

DUgimuin her bir caprazlamasi yonler tutarli olacak sekilde ¢ézdlir.

Cember kiimeleri elde edilir. Bu gemberlere Seifert gemberleri denir.

Seifert gemberlerinin her biri R? uzayinda bir diskin siniridir. Bu disklerin birbirlerini

kesmeyecek bigimde farkl ylksekliklerde, uzayda durdugu varsayilabilir.

DUgumin gaprazlamalarinin oldugu yerlerde diskler birbirlerine ¢ézilen ¢aprazlama-

lara uygun bir bicimde kivrilmig seritler ile baglanir.



e Bu sekilde elde edilen ylzey ydnlendirilebilen bir ylzeydir ve siniri verilen yénli K

dugumaddr.
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Sekil 7: Sekiz digimd icin Seifert algoritmasi.

Odev 1. Asagidaki Sekil 8'de verilen 7, digimii icin Seifert algoritmasini kullanarak bir

S

Sekil 8: 7o dugimd.

Seifert ylizey inga ediniz.

YUzeyleri G¢genlerin birlesimi olarak digtnebiliriz. Buna dggenleme (triangulation) de-
nir. Sekil 9'da goérildigu Gzere bir Gggenin Ug késesi, G¢ kenari ve bir yizi vardir.
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Sekil 9: Uggenleme.

Ornek 6. Sekil 10°'da torus yiizeyi T2 igin bir Giggenleme verilmistir. Torus yiizeyi, ayni harfli
kenarlar oklar Ust Gste gelecek sekilde yapistirilarak elde edilir. Torus yizeyi i¢in 1 kdsesi v,
2 kenari e, ex ve 1 yaza f; olan bir Gggenleme verilmigtir.
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Sekil 10: Torus yuzeyi igin verilen bir Gggenleme.

Ornek 7. Sekil 11'de kiire ylizeyi S2 igin bir liggenleme verilmistir. Kiire yiizeyi icin 6 kdsesi,

12 kenari ve 8 ylzU olan bir tggenleme verilmistir.

Sekil 11: Klre yUzeyi icin verilen bir Gggenleme.

Bir ylzey icin verilen bir Gggenlemede toplam kdse sayisi V, toplam kenar sayisi E ve
toplam yUz sayisi F' ile gosterilsin. Ylzey igin tanimlanan x = V — E + F sayisina ylzeyin

Euler karakteristigi denir ve ylizeyin cgenlemesinden bagimsiz bir degiskendir.
Tanim 3. Bir ylzeyin toplam delik sayisina ylzeyin cinsi denir ve g ile gbsterilir.

Yonli bir K ddgimu ve sinir oldugu bir Seifert ylzey ¥ verilsin. Seifert ylzey ¥'nin
cinsinin g oldugunu varsayalim. Ornegin, Sekil 12'de cinsi 1 olarak verilen ve sinir K olan
digimu alalim. Seifert ylzey Y’ya sinirdan uzakta olacak sekilde bir 1-kulp eklendiginde
yeni bir Seifert ylzey ¥’ elde edilir ve elde edilen yeni Seifert ylizeyin cins sayisi g + 1 olur.
Sekil 12'de torus yuzeyine 1-kulp eklenmis ve K digimu igin cinsi 2 olan Seifert ylizey elde

edilmistir.

Sonugc 1.2. Bir digimdin birden fazla Seifert ylizeyi olabilir. Seifert yiizey tek degildir.
Tanim 4. Bir digimun tim Seifert ylizeylerinin cinsinin (delik sayilarinin) en kicigiine di-
gdmdin cinsi denir.

Cinsi g = 0 olan tek digim ¢dzlk digimdir. Sekiz digiminin cinsi g = 1'dir.



Sekil 12: Seifert ylzey tek degildir.

1.6 Alistirmalar

1. Sekil 13'te verilen 62 digimunin Seifert algoritmasini kullanarak bir Seifert ylzeyini

inga ediniz ve cinsi ¢’'yi hesaplayiniz.
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Sekil 13: 6, diguma.

2. Sekil 14’te verilen 7, digimune ydn veriniz. Seifert algoritmasini kullanarak bir Seifert

ylUzeyini inga ediniz ve inga ettiginiz ylzeyin Euler karakteristigini hesaplayiniz.

Sekil 14: 7, dGgama.
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