1 Dugim Polinomlari: Alexander-Conway Polinomu

1.1 Alexander-Conway polinomu

Yonli bir digim ya da link diyagrami verilsin. Verilen digimuin ya da linkin bir caprazlamasi

secilirve Ly, L_ ve Ly olacak sekilde Sekil 1’e gbre ¢6zimlenir:
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Sekil 1: Bir digumun secilen bir caprazlamaya gére ¢dézimlenmesi.
Bir L dGgimundn ya da linkinin V1 (z) ile gbsterilen Alexander-Conway polinomu asagi-
daki kurallara gére tanimlanir:
(1) Vu(z) =1, U ¢bz0k dugim,
(2) Vi, (2) = Vi_(2) = 2V, (2) Giriftlik iligkisi (Skein relation).

Ornek 1. Sekil 2de verilen iki bilesenli ¢dziik link Uy’nin Alexander-Conway polinomunu

Q0"

Sekil 2: Gozuk link Us.

hesaplayalim.

GOzUk link Us igin Sekil 3'te segilen ¢ézimlemeye gére L ve L_ ¢6zik digum olurken
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Sekil 3: G6zUk link Us’nin L.y, L_ ve Ly’a gbre ¢dzimlenmesi.

Lo =Us olur.



Giriftlik iligkisi kullanilarak Alexander-Conway polinomu hesaplanir:

Vi (2) =Vi (2) = 2Vp(2)
Vu(z) = Vu(z) = 2Vi(2)

1-1 = 2Vy(2).

Esitlik kullanilarak ¢ézuk link Uz’nin Alexander-Conway polinomu Vi, (z) = 0 olarak he-

saplanir.

Ornek 2. Sekil 4'te verilen pozitif Hopf link’in Alexander-Conway polinomunu hesaplayalim.

Sekil 4: Pozitif Hopf link L.

Pozitif Hopf link igin Sekil 5'te isaretlenen ¢aprazlamaya gére yapilan ¢ézimlemesi so-

nucunda L, = L ve L_ = U, olurken Ly = U ¢6z0k digim olur.
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Sekil 5: Pozitif Hopf link L'nin isaretli gaprazlamaya gére ¢6zimlenmesi.

Giriftlik iliskisi ve yukaridaki Ornek 1'de hesaplanan V;,(z) = 0 kullanilarak pozitif Hopf

linkin Alexander-Conway polinomu V1 (z) = z olarak hesaplanir:

Vi (2) =Vi_(2) = 2Viy(2)
Vi(z) = Viu,(2) = 2Vu(2)
Vi(z)—0 = 2.1

Vi(z) = =z

Ornek 3. Sekil 6'da verilen negatif Hopf link’in Alexander-Conway polinomunu hesaplayalim.
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Sekil 6: Negatif Hopf link L.

Negatif Hopf link igin Sekil 7'de isaretlenen caprazlamaya gére yapilan ¢ézimlemesi

sonucunda L, = U ve L_ = L olurken Ly = U ¢6z0k digim olur.
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Sekil 7: Negatif Hopf link L’nin isaretli gaprazlamaya gére ¢é6zimlenmesi.

Giriftlik iligkisi ve yukaridaki Ornek 1'de hesaplanan Vy,(z) = 0 kullanilarak negatif Hopf

linkin Alexander-Conway polinomu V,(z) = —=z olarak hesaplanir:

Vi (2) =Vi_(2) = 2V, (2)
Vi,(2) =Vi(z) = 2Vy(2)
0-Vi(z) = =.1

Vi(z) = -z

Ornek 2 ve Ornek 3'te gorildigii lizere yén kavrami linklerin Alexander-Conway polino-
munu hesaplamak i¢in 6nemlidir. Diger taraftan yon kavrami digumlerin Alexander-Conway
polinom hesabini etkilemez. —K, verilen yénli K digumdiinin ters yénli olan dGgimini

temsil etsin. Bu durumda Vg (z) ve V_g(z) nasil iligkilidir?
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Sekil 8: —K digimun segilen bir caprazlamaya gére ¢dziimlenmesi.

Sekil 8'de goruldigu tGzere Vi (z) = V_g(z) olur.
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Ornek 4. Sekil 9'da verilen sag trefoil K, digimiiniin Alexander-Conway polinomunu he-
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K=L,

saplayalm.

Sekil 9: Sag trefoil K 'nin isaretli caprazlamaya gére ¢dzimlenmesi.

Sag teroil icin Sekil 9'da isaretlenen ¢caprazlamaya goére yapilan ¢éziimlemesi sonucunda
L, = K, sag trefoil, L_ = U ¢dzuk dugim ve L ise pozitif Hopf link olur. Vi _(z) = Vy(z) =
1’dir. Ornek 2'de hesaplanan pozitif Hopf linkin Alexander-Conway polinomu V() = zdir.
Bu durumda, sag trefoil diigiimiiniin Alexander-Conway polinomu V. (z) = 1 + 22 olarak

hesaplanir:

Vi (2) =Vi_(2) = 2V(2)
Vi, (2) = Vu(z) = 2.z
Vi, (2)—1 = 22

Vir,(2) = 1+ 22

Ornek 5. Sekil 10'da verilen sol trefoil K; digimiiniin Alexander-Conway polinomunu he-
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K =L

saplayalim.

Sekil 10: Sol trefoil K;’nin isaretli caprazlamaya gére ¢dzimlenmesi.

Sol trefoil i¢in Sekil 10'da isaretlenen ¢aprazlamaya gére yapilan ¢ézimlemesi sonu-
cunda L, = U ¢6zuk digum, L_ = K; sol trefoil ve L ise negatif Hopf link olur. V1 (2) =
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Vy(z) = 1dir. Ornek 3'te hesaplanan negatif Hopf linkin Alexander-Conway polinomu V,,(z) =
—2'dir. Bu durumda, sol trefoil digimiinin Alexander-Conway polinomu Vg, (z) = 1+ 2> ola-

rak hesaplanir:

Vi (2) =Vi_(2) = 2V (2)
Vo(2) = Vi (z) = 2.2
1-Vg(2) = 2

Vi (2) = 142

Ornek 4 ve Ornek 5'te gorildiigi Gizere sag trefoil ve sol trefoil diigiimlerinin Alexander-
Conway polinomlari esit ¢iktigi igin iki digimun birbirinden farkli oldugunu Alexander-Conway

polinomlarini kullanarak sdyleyemeyiz.

Ornek 6. Sekil 11'de verilen K, Sekiz diigiimiiniin Alexander-Conway polinomunu hesapla-
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L. K=L. L

yalim.

Sekil 11: Sekiz K digimundn isaretli caprazlamaya gére ¢éziimlenmesi.

Sekiz digumanin Sekil 11'de isaretlenen ¢aprazlamaya gére yapilan ¢déziimlemesi so-
nucunda L, = U ¢bdzik digum, L_ = K Sekiz digimu ve L, ise pozitif Hopf link olur.
Vi, (2) =Vy(z) = 1ve Ornek 2'de hesaplanan pozitif Hopf linkin Alexander-Conway poli-
nomu Vi, (z) = z'dir. Bu durumda, Sekiz digimuinin Alexander-Conway polinomu Vg (z) =

1 — 2? olarak hesaplanir:

Vi (2) =Vi_(2) = 2Viy(2)
1-Vk(z) = z.z

Vi(z) = 1- 22.
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Ornek 6'da gériildiigi tizere Alexander-Conway polinomlari farkli ¢iktigi igin sag trefoil
ve sol trefoil digumleri Sekiz digimunden farkli digimlerdir.

Not. Bir K d0gimunun klasik Alexander polinomu Ak (t) ve Alexander-Conway polinomu
Vik(z), verilen Ak (t) = Vg (t'/2 — t~1/2) denklem esitligi ile iliskilidir. Ornegin, sag trefoil
dugumiiniin Ornek 4'te hesaplanan Alexander-Conway polinomu Vg (z) = 22 +1'de z yerine

t1/2 — =12 koyulursa

= t—24t 141
= —t+tt-1

sag trefoil d0gimindn klasik Alexander polinomu elde edilir.

Odev 1. Sekil 12'de verilen Whitehead linkin Alexander-Conway polinomunu hesaplayiniz.

D

Sekil 12: Whitehead link.

Odev 2. Sekil 13'te verilen 6, diigiimiiniin Alexander-Conway polinomunu hesaplayiniz.
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Sekil 13: 62 dGgumd.
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